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基準振動解析の理論 

参考文献  M. Levitt, C. Sander, and P.S. Stern “Protein Normal-mode Dynamics: Trypsin 

Inhibitor, Crambin, Ribonuclease and Lysozyme” (1983) J. Mol. Biol. 181, 423-447. をベース

に記述。 

 

(i) 運動方程式 

 タンパク質の立体構造を記述する変数を 𝒒𝒒 = (𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, … ,𝑞𝑞𝑛𝑛) とし、その立体構造エネル

ギーを 𝐸𝐸P(𝒒𝒒) と表すことにする 。変数 q は、原子の3次元座標でも、化学結合長、結合

角を固定したシステム（二面角系）における二面角でもよい。 

いま、𝒒𝒒0 = (𝑞𝑞10,𝑞𝑞20, … ,𝑞𝑞𝑛𝑛0) で 𝐸𝐸P(𝒒𝒒) が極小となるとき、𝐸𝐸P ≡ 𝐸𝐸P(𝒒𝒒) − 𝐸𝐸P(𝒒𝒒𝟎𝟎) をこの

極小点の周りでテイラー展開すると、一次微分は 0 となり、二次の項までの近似で以下

のようになる （【注１】参照）。 

𝐸𝐸P =
1
2���𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖0�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑞𝑞𝑗𝑗 − 𝑞𝑞𝑗𝑗0� =

1
2 (𝒒𝒒 − 𝒒𝒒0)𝑇𝑇𝐅𝐅(𝒒𝒒 − 𝒒𝒒0)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

           (1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

一方、運動エネルギーも速度 𝑞𝑞𝚤̇𝚤 (= 𝑑𝑑𝑞𝑞𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

) の二次関数として以下のように近似すること

ができる （【注２】参照）。 

𝐸𝐸K =
1
2
��𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑞̇𝑞𝑖𝑖𝑞̇𝑞𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
1
2
𝒒̇𝒒𝑇𝑇𝐇𝐇𝒒̇𝒒           (2) 

これらを用いると、運動方程式は次の Lagrange の方程式によってもとめることがで

きる。 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞̇𝑞𝑖𝑖

� = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

� 

ここで 𝐿𝐿 = 𝐸𝐸K − 𝐸𝐸P である。(1)式、(2)式より 

𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑞̇𝑞𝑖𝑖

= �𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑞̇𝑞𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

，           
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

= −�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑞𝑞𝑗𝑗 − 𝑞𝑞𝑗𝑗
0�

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  

となり、したがって Lagrange の方程式は 

�𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑞̈𝑞𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

= −�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑞𝑞𝑗𝑗 − 𝑞𝑞𝑗𝑗0�
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

               (3) 

となる。これらの方程式の解は次の形となることが知られている。 
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𝑞𝑞𝑗𝑗 = 𝑞𝑞𝑗𝑗0 + �𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘cos (𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

             (4) 

この式に含まれるパラメータを求めるため、これを(3)式に代入する。そのためまず 𝑞̈𝑞𝑗𝑗 

を求める。 

𝑞̈𝑞𝑗𝑗 =
𝑑𝑑2𝑞𝑞𝑗𝑗
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −�𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘𝜔𝜔𝑘𝑘
2cos (𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

これらを(3)式に代入すると 

−�𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘𝜔𝜔𝑘𝑘
2 cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

= −�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖�𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘 cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 

�(�𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) 𝛼𝛼𝑘𝑘𝜔𝜔𝑘𝑘
2 cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= �(�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝛼𝛼𝑘𝑘 cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

  

 �(𝜔𝜔𝑘𝑘
2�𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 −�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 𝛼𝛼𝑘𝑘 cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= 0     (5) 

となる。あらゆる時刻 t で（５）式が成り立つためには、cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘) の係数がすべて 0

である必要があるので次式が成り立つ。 

(�𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) 𝜔𝜔𝑘𝑘
2

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

= �𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

              (𝑘𝑘 = 1, 2, … , 𝑛𝑛)         (6) 

これを行列 𝐇𝐇 = {𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖}、 𝐅𝐅 = {𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖}、 𝐀𝐀 = �𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖� を用いて表すと、運動方程式は次のよう

に表される。 

𝐇𝐇𝐇𝐇𝚲𝚲 = 𝐅𝐅𝐅𝐅           (7) 

 

ここで、𝚲𝚲 は対角行列で、その対角成分 𝛬𝛬𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜔𝜔𝑖𝑖
2 は系の i 番目の基準振動モードの振

動数である。 

 次に、運動方程式(7)を解いて、𝐀𝐀 と 𝚲𝚲 の関係を求める。そのために、ベクトル 𝑸𝑸 =

(𝑄𝑄1,𝑄𝑄2, … ,𝑄𝑄𝑛𝑛); 𝑄𝑄𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑘𝑘cos (𝜔𝜔𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝛿𝛿𝑘𝑘) とおいて (4)式を書き換える。すなわち、 

𝑞𝑞𝑗𝑗 − 𝑞𝑞𝑗𝑗0 = �𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑄𝑄𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

あるいは行列表現で          𝒒𝒒 − 𝒒𝒒0 = 𝐀𝐀𝑸𝑸                    (8) 
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となる。これは、最初に用いた構造記述座標 𝒒𝒒 と基準振動座標 𝑸𝑸 との座標変換の式と

みなすことができる。これを用いると、(1)式および(2)式のポテンシャルエネルギー 𝐸𝐸P 

および運動エネルギー 𝐸𝐸K は次のように書き換えることができる。 

𝐸𝐸P =
1
2 (𝒒𝒒 − 𝒒𝒒0)𝑇𝑇𝐅𝐅(𝒒𝒒 − 𝒒𝒒0) =

1
2𝑸𝑸

𝑇𝑇𝐀𝐀𝑇𝑇𝐅𝐅𝐅𝐅𝑸𝑸 

    𝐸𝐸K =
1
2
𝒒̇𝒒𝑇𝑇𝐇𝐇𝒒̇𝒒 =

1
2
𝑸̇𝑸𝑇𝑇𝐀𝐀𝑇𝑇𝐇𝐇𝐇𝐇𝑸̇𝑸                   (9) 

ここで規格化条件として 𝐀𝐀𝑇𝑇𝐇𝐇𝐇𝐇 = 𝐈𝐈 (単位行列) を選択すれば、(9)式は 

𝐸𝐸K =
1
2
𝐐̇𝐐𝑇𝑇𝐐̇𝐐 =

1
2
�𝑄̇𝑄𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

となる。また、(7)式において、左から行列 𝐀𝐀𝑇𝑇 をかければ 

𝐀𝐀𝑇𝑇𝐅𝐅𝐅𝐅 = 𝐀𝐀𝑇𝑇𝐇𝐇𝐇𝐇𝚲𝚲 = 𝚲𝚲 

となるから 

𝐸𝐸P =
1
2
𝐐𝐐𝑇𝑇𝚲𝚲𝚲𝚲 =

1
2
�𝛬𝛬𝑘𝑘𝑘𝑘𝑄𝑄𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

=
1
2
�𝜔𝜔𝑘𝑘

2𝑄𝑄𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

         (10) 

となる。 

 (10)式は、基準振動座標系でポテンシャル面を眺めると、k 番目のモードの方向のポテ

ンシャル面が曲率 𝜔𝜔𝑘𝑘
2 の放物線であることを示している。したがって、角振動数 𝜔𝜔𝑘𝑘  が小

さいほど、すなわち低振動数の基準振動モードほどポテンシャル面は平面に近く、したが

って小さなエネルギー変化で大きな構造変化を引き起こすことができることを意味して

いる。この点は、タンパク質立体構造のダイナミクスを見ていく上で重要な視点を提供して

くれる。 

 

(ii) 物理量の時間平均 

 これまで述べてきた振動運動は、特定の運動については振幅と位相の両方の初期条件

に依存して記述されることになる。しかし時間平均を議論するときには振幅だけに依存す

るため、より一般性の高い物理量となる。 

 たとえば、２つの座標の相関係数 < ∆𝑞𝑞𝑖𝑖(𝜏𝜏)∆𝑞𝑞𝑗𝑗(𝜏𝜏) > は以下のように求めることができ

る。ここで < > は時間 𝜏𝜏 の全域にわたる平均を表している。(8)式より 

< ∆𝑞𝑞𝑖𝑖(𝜏𝜏)∆𝑞𝑞𝑗𝑗(𝜏𝜏) >=< �𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑄𝑄𝑘𝑘(𝜏𝜏)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

�𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑄𝑄𝑙𝑙(𝜏𝜏)
𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

> 
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= ��𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 < 𝑄𝑄𝑘𝑘(𝜏𝜏)𝑄𝑄𝑙𝑙(𝜏𝜏) >
𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

= ��𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 < 𝛼𝛼𝑘𝑘cos (𝜔𝜔𝑘𝑘𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑘𝑘)𝛼𝛼𝑙𝑙cos (𝜔𝜔𝑙𝑙𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑙𝑙) >
𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

=
1
2
�𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

となる。ここで 

< cos(𝜔𝜔𝑘𝑘𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑘𝑘) cos(𝜔𝜔𝑙𝑙𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑙𝑙) > =  �
0       𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑘𝑘 ≠ 𝑖𝑖
1
2

      𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘 = 𝑖𝑖
 

であることを使った （【注３】参照）。 

 とくに、𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 のときは 

< (∆𝑞𝑞𝑖𝑖(𝜏𝜏))2 >=
1
2
�𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖2 𝛼𝛼𝑘𝑘2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

となる。すなわち、座標 𝑞𝑞𝑖𝑖(𝜏𝜏) の二乗平均揺らぎは各振動モードの振幅の線形結合で表

すことができる。また、これを使えば、上で求めた相関係数をこれで規格化した cosine 

correlation を計算することができる。 

 

< ∆𝑞𝑞𝑖𝑖(𝜏𝜏)∆𝑞𝑞𝑗𝑗(𝜏𝜏) >

�< (∆𝑞𝑞𝑖𝑖(𝜏𝜏))2 >< (∆𝑞𝑞𝐽𝐽(𝜏𝜏))2 >
 

 

 この他の物理量でも、それが一般化座標の線形結合で表せる場合には、解析的に求める

ことができる。いまその物理量を 𝑝𝑝𝑖𝑖 とおくと 

∆𝑝𝑝𝑖𝑖 = �𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∆𝑞𝑞𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

 

の相関係数は 

< ∆𝑝𝑝𝑖𝑖(𝜏𝜏)∆𝑝𝑝𝑗𝑗(𝜏𝜏) > =< �𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∆𝑞𝑞𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

�𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗∆𝑞𝑞𝑚𝑚

𝑛𝑛

𝑚𝑚

> 
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= �� 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 < �𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑄𝑄𝑢𝑢(𝜏𝜏)
𝑛𝑛

𝑢𝑢=1

�𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑄𝑄𝑣𝑣(𝜏𝜏)
𝑛𝑛

𝑣𝑣=1

>
𝑛𝑛

𝑚𝑚=1

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

 

=
1
2
��� 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝛼𝛼𝑘𝑘2

𝑛𝑛

𝑚𝑚=1

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

=
1
2
�𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖′ 𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗′
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝛼𝛼𝑘𝑘2 

となる。ただし、 

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖′ = �𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

,              𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗′ = � 𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛

𝑚𝑚=1

 

とおいた。 

とくに、𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 のときは 

< (∆𝑝𝑝𝑖𝑖(𝜏𝜏))2 > =
1
2
�(𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖′ )2
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝛼𝛼𝑘𝑘2 

となる。 

これら関係式は、二面角系で二面角を変数として基準振動解析を行うとき（すなわち、

一般化座標 𝒒𝒒 が二面角であるとき）、それを３次元座標系で（すなわち、𝒑𝒑 がデカルト座

標で）記述される物理量、たとえば原子位置の揺らぎを計算したいときなどに必要となる

（【注４】参照）。 

 

(iii) 振幅 

 各基準振動の振幅 𝛼𝛼𝑘𝑘は絶対温度 𝑇𝑇 に依存する。古典統計力学によれば、各基準振動

モードがもつ時間平均されたポテンシャル・エネルギー（立体構造エネルギー）は、極小点

の値を０としたとき、
1
2
𝑘𝑘B𝑇𝑇 で与えられる。ここに 𝑘𝑘B はボルツマン定数である。したがっ

て、(10)式より、 

<
1
2
𝜔𝜔𝑘𝑘
2𝑄𝑄𝑘𝑘2(𝜏𝜏) >=

1
2
𝜔𝜔𝑘𝑘
2𝛼𝛼𝑘𝑘2 < cos2(𝜔𝜔𝑘𝑘𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑘𝑘) >=

1
4
𝜔𝜔𝑘𝑘
2𝛼𝛼𝑘𝑘2 =

1
2
𝑘𝑘B𝑇𝑇 

となる。これにより温度 𝑇𝑇 における 𝑄𝑄𝑘𝑘 の平均二乗変位（ゆらぎ）は 

< 𝑄𝑄𝑘𝑘2 >=
𝑘𝑘B𝑇𝑇
𝜔𝜔𝑘𝑘
2  
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振幅は 

𝛼𝛼𝑘𝑘 =
�2𝑘𝑘B𝑇𝑇
𝜔𝜔𝑘𝑘

 

と求められる。 

 

 

【注１】 

 立体構造エネルギー 𝐸𝐸P が、立体構造を記述する一般化座標 𝒒𝒒 = (𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, … ,𝑞𝑞𝑛𝑛) で表

されているものとする。𝐸𝐸Pをその極小点 𝒒𝒒0 = (𝑞𝑞10,𝑞𝑞20, … , 𝑞𝑞𝑛𝑛0) の近傍でテイラー展開する

と 

𝐸𝐸P(𝒒𝒒) = 𝐸𝐸P(𝒒𝒒0) + �(
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑘𝑘

)𝒒𝒒=𝒒𝒒0(𝑞𝑞𝑘𝑘 − 𝑞𝑞𝑘𝑘0)
𝑘𝑘

+
1
2
�(𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖0)𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑗𝑗
𝑖𝑖,𝑗𝑗

− 𝑞𝑞𝑗𝑗0) + ⋯ 

𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝜕𝜕2𝐸𝐸𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗

|𝒒𝒒=𝒒𝒒0 

となる。ここで簡単のために  𝐸𝐸𝑃𝑃(𝒒𝒒0) = 0 とおく。また、𝒒𝒒0 が極小点であることより 

(𝜕𝜕𝐸𝐸𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑘𝑘

)𝒒𝒒=𝒒𝒒0 = 0 である。極小点のごく近傍であれば三次以降の項は省略でき 

𝐸𝐸P(𝒒𝒒) =
1
2
�(𝑞𝑞𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑖𝑖0)𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑗𝑗
𝑖𝑖,𝑗𝑗

− 𝑞𝑞𝑗𝑗0) 

となる。 

  

【注２】 

N 個の粒子からなる系を考える。各粒子の質量を 𝑚𝑚𝑘𝑘、そのデカルト座標を 𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘 (𝛼𝛼 =

1,2,3; 𝑘𝑘 = 1, 2, … ,𝑁𝑁) とすれば、運動エネルギー 𝐸𝐸K は次式で表される。 

𝐸𝐸K =
1
2
��𝑚𝑚𝑘𝑘𝑥̇𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

2
3

𝛼𝛼=1

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

 

 次に、これを一般化座標 𝑞𝑞𝑗𝑗 で表すことを考える。𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘(𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, … ,𝑞𝑞𝑛𝑛, 𝑡𝑡) とすると 

𝑥̇𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘 = �
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗
𝑞̇𝑞𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

+
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
 

であるから、これを上式に代入すると 

𝐸𝐸K = 𝑇𝑇2 + 𝑇𝑇1 + 𝑇𝑇0 
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𝑇𝑇2 =
1
2
���𝑚𝑚𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗
𝑞̇𝑞𝑖𝑖𝑞̇𝑞𝑗𝑗

𝑖𝑖,𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘

=
1
2
�𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑞̇𝑞𝑖𝑖𝑞̇𝑞𝑗𝑗
𝑖𝑖,𝑗𝑗

 

𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖 = ��𝑚𝑚𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗

3

𝛼𝛼=1

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

 

 

𝑇𝑇1 = ���𝑚𝑚𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑞̇𝑞𝑗𝑗

𝑗𝑗𝛼𝛼𝑘𝑘

 

𝑇𝑇0 =
1
2
��𝑚𝑚𝑘𝑘(

𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
)2

3

𝛼𝛼=1

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

 

となる。ここで 座標変換の式 𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘(𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, … ,𝑞𝑞𝑛𝑛, 𝑡𝑡) において、時間 𝑡𝑡 が陽に含ま

れないならば 
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼,𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 であるから、𝑇𝑇1 = 𝑇𝑇0 = 0 となり、 𝐸𝐸K = 𝑇𝑇2 を得る。 

 

【注３】 

lim
𝜏𝜏→∞

1
𝜏𝜏
� cos(𝜔𝜔𝑖𝑖𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑖𝑖) cos�𝜔𝜔𝑗𝑗𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑗𝑗� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

0
 

𝑖𝑖) 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 のとき 

      = lim
𝜏𝜏→∞

1
𝜏𝜏
�

1
2

{cos�𝜔𝜔𝑖𝑖𝜏𝜏 + 𝜔𝜔𝑗𝑗𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝑗𝑗� + cos�𝜔𝜔𝑖𝑖𝜏𝜏 − 𝜔𝜔𝑗𝑗𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑖𝑖 − 𝛿𝛿𝑗𝑗�}𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

0
 

      = 0      

𝑖𝑖𝑖𝑖) 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 のとき 

       = lim
𝜏𝜏→∞

1
𝜏𝜏
� cos2(𝜔𝜔𝑖𝑖𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

0
 

       = lim
𝜏𝜏→∞

1
𝜏𝜏
�

1 + cos2(𝜔𝜔𝑖𝑖𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑖𝑖)
2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

0
 

       = lim
𝜏𝜏→∞

1
𝜏𝜏

[
1
2
𝜏𝜏 +

1
4𝜔𝜔𝑖𝑖

sin2 (𝜔𝜔𝑖𝑖𝜏𝜏 + 𝛿𝛿𝑖𝑖)]0𝜏𝜏 

       =
1
2

          

 

【注４】 

∆𝑝𝑝𝑖𝑖 = �𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∆𝑞𝑞𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 



8 
 

∆𝑞𝑞𝑘𝑘 を二面角変数、∆𝑝𝑝𝑖𝑖 をデカルト座標とすると、 

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑘𝑘

� 

となる。しかし、実際にポリペプチド鎖のように枝分かれをもつ鎖状分子でこれを計算しよ

うと思うと、かなり複雑なものとなる。以下の文献に具体的な表式が与えられている。 

 

J. Higo, Y. Seno, and N. Go, Formulation of static and dynamic conformational energy 

analysis of biopolymer systems consisting of two or more molecules―Avoiding a 

singularity in the previous method. J. Phys. Soc. Jpn (1985) 54, 4053-4058. 

  


